10. lekce

ReZeni rovinnych prutovych soustav pomoci metody koneénych
prvku

Doc. Ing. Antonin Potésil, CSc.

Obsah:

10.1 - Uvod

10.2 - Pouzti MKP

10.3 — Typy okrajovych uloh
10.4 - Formulace MKP

10.5 — Deformaéni varianta MKP

Doporucena literatura ke studiu MKP 10

A W W WDN

Priklad iFeSeni prutoveé soustavy 11

drana 1 z 12




]
W o I\l:g =
o -
r 4
s 2

10.1 - Uvod

Cilem Iekce je uvést posluchace do problematiky koncepce metody kone¢nych prvka (zkr. MKP,
angl. Finite Element Method — FEM). Ke hlubSimu studiu problematiky je viak nutné obrétit
pozornost na préce uvedené na konci této lekce.

MKP je numericka metoda, ve které fidici rovnice problému jsou reprezentovany v maticové
forme, coZ je vhodné pro feSeni na pocitadich. Zkoumané oblast télesa je ptitom idealizovana
pomoci vhodné uspoiadanych malych podoblasti, nazyvanych koneéné prvky (elementy). Kdyz
je tato metoda aplikovand na hmotné kontinuum (pevné ¢i kapalné prostredi, spiSe neZ prostredi
slozené z diskrétnich molekul), idealizace spodiva ve vytvoreni (vygenerovani) sité slozené
z koneéného poétu prvki (elementi), které maji omezeny, resp. konecny pocet stupit volnosti
(pohyblivosti). Prvek je tak z&kladni ,stavebni jednotkou® s definovanym poétem stupiu
pohyblivosti a mize mit razné tvary aformy. Napt. pruzina, ty¢ - prut, nosnik, membrana, deska
dané tlout’ky, prostorovy 3D prvek gj., viz napt. obr. 1.

Prvky jsou spojeny v diskrétnich bodech (obvykle rozich, nekdy ve stiednich bodech), které jsou
nazyvény uzly (nody). Kazdy prvek ma svoji vlastni charakteristickou fyzikalni zavidost, ktera
je napt. v mechanice pevného kontinua dané vztahem mezi zatizenim (silou) a deformaci, tzv.
tuhost prvku a kteréd je reprezentovana tzv. matici tuhosti prvki. Ta je funkci geometrie prvku
a matematického popisu (modelu) fyzikalniho chovéani materidlu prvku (elasticky, plasticky,
viskoelasticky, apod. model materidlu). Analyza spociva v sestaveni a nasledném ieSeni soustavy
rovnic platnych pro idealizovanou oblast télesa, tj. pro sit’ prvki spojenych v uzlech, pricemz
vysledkem teSeni jsou posuvy kazdého uzlu sité pro dané zatéZovaci a okrajové podminky.
Jakmile je pole posuvi uzlu sité¢ stanoveno, mohou byt pomoci vztaht posunuti — deformace a
deformace — napéti uréeny deformace a napéti v jakémkoliv misté zkoumané idealizované
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Obr. 10.1
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10.2 - Pouziti MKP

Vznik a vypracovani algoritma MKP je spjaty s rozvojem leteckého a raketového primyslu a
s potiebami provadét analyzy deformaci a napjatosti rozmérnych soustav a zarizeni (potrubni
systémy, karosérie automobilt, pl&ste jadernych reaktora apod.). Obecna povaha MKP umoZziuje
ieSit celou fadu okrajovych dloh (tj. dloh, ve kterych je pozadovano vyhovujici feSeni pro
piedepsané zatézZujici a okrgjové podminky). Vedle standardni elastické analyzy napéti byla tato
metoda aplikovana v plasticite, creepu, Unave, lomoveé mechanice a dynamické analyze soustav.
Déle tato metoda nema omezeni ve stavebni mechanice, byla aplikovana Uspedné i v jinych
fyzikéiné znamych disciplinach jako jsou teplotni jevy, dynamické jevy v kapalnych a plynnych
mediich, elektricka a magneticka pole, smiSené ulohy interakce poli nebo i piezoelektricke jevy,
radiace, chemické jevy, rizné formy transportu hmoty a. ProtoZe tato problematika svoji
obecnou a Siroce obsdhlou povahou zachazi za ramec této lekce, ktery je pouze Gvodem do uZiti
MKP v oblasti pevnostnich analyz elastickych téles, nebudeme se detaily MKP podrobngji
zabyvat. Omezime pozornost na zakladni féze filozofie MKP, které jsou nutné pro ziskani
prvotnich znalosti o existenci této problematiky v navaznosti na piedchozi lekce.

10.3 — Typy okrajovych uloh

Okrajové ulohy mechaniky pevného kontinua mohou byt rozdéleny do tti hlavnich skupin:

1. Problémy rovnovaznych, resp. ustélenych (stabilnich) stavi, napt. feSeni posunuti nebo
deformace (pretvoreni), tepelna pole nebo teplotni toky, tlakova a rychlostni pole.

2. Problémy vlastnich hodnot, které jsou spojeny spojmy jako napi. modalni analyza, vlastni
frekvence a vlastni tvary kmiti, rezonance, stabilitni problémy apod.

3. Problémy dynamickych a piechodovych jevi, napi. vibrace, piechodové stavy napéti a
pretvoreni, napt. vznik a Siteni trhlin, Siteni vin, ptechodové tepelné jevy ).

Jak bylo vySe poznamenano, dale bude pozornost této lekce vénovana problémam pouze
rovnovéznych stavi. !

10.4 - Formulace MKP

| kdyZz predmétem naSi analyzy budou pouze problémy strojnické a stavebni mechaniky,
formulace MKP miZe byt zavedena riznymi zpisoby, které se klasifikuji dle toho, zda je uZito
diferencianich rovnic nebo variacnich principa. Z formulaci uZivajicich diferencidlnich rovnic je
nejdalezitéjsi deformacni varianta MKP. VétSina programi pro analyzu problémt mechaniky
kontinua byla vyvinuta pomoci tohoto pristupu piedevSim pro svoji jednoduchost, obecnost
adobré numerické vlastnosti. Pouze deformaéni varianta MKP bude uvaZzovana ddle, i kdyz je
mozné dokumentovat uZiti i jinych pristupu.
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10.5 — Deformacéni varianta MKP

Deformacni varianta MKP muaZe byt povaZovana za rozsireni metody deformacni analyzy
soustav, kterd byla po mnoho let uzivana k analyze prutovych soustav. Navic je vyhodna
z metodického hlediska pro objasnéni z&kladnich principa MKP.

Predpokladejme, Ze naSim Ukolem je analyzovat ,diskrétni systém” tvoreny pruty (prvky)
Vv roving, které jsou spojeny, resp. uloZeny v kloubech (uzlech), viz obr. 2. Predmétem analyzy je
stanovit posunuti jednotlivych kloubt (uzld) prutové soustavy, sily, resp. napéti v prutech.
|zolujme jeden prvek soustavy, napt. (prut 1), viz obr 3. ProtoZe se zabyvame rovinnym
problémem, kazdy uzel ma dva stupné pohyblivosti (volnosti), a to ve smérech globalnich
souifadnych os X a Y. Kazdy prvek sit¢ pak bude mit ¢tyii stupné pohyblivosti. Zavedeme
oznaceni pro posunuti uzla prvku oi, 0z, Gs, g4 a pro sily, které vyvolaji tato posunuti, Q;, Qo, Qs
aQq.

04, Q4: 0
B

0z, Qs= 1kN

Os, Q6
05, Qs
Obr. 10.2
YA
Q4, Qs
Lok&lni souradny
g' ]
v \iem/(x Us, Us
0 Oz, Q3
U, U
A
d1, Ql Globalni souradny
. systém 2(

Obr. 10.3
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Pro vyjadieni vztahu mezi vektorem sil {Q} a vektorem posunuti {q} v gIobéInistoufadném
systému X-Y je vyhodné nejdiive pracovat s vektory sil {U}={U,, U, U, U} a posuvi
{ut={u,, u, u, u4}T v lokdnim souradném systému daného prvku, t.j. X-Y', viz obr. 3.
Jednoduchou aplikaci Hookeova zakona a principu superpozice, viz pozndmka na konci textu,
Ize vyjédrit vztah { U} - {u} jako

EA E
UlzT(u1' U3), U3:

(us- ), (10.2)

kde E je Youngiv modul pruznosti, A je plocha pricného priafezu a L délka prvku. Zlomek ve
vyrazech (1) ma tedy vyznam délkové tuhosti prvku ve sméru osy X', pro kterou zaved'me
oznxeni k = ELA . Déle, je-li ty¢ovy prvek izolovan, nemé Zadnou tuhost ve sméru osy Y', aviak

tato tuhost vznikne, jakmile se prvek zacleni do soustavy (sité) prvku, k ¢emuz prispéji ostatni
prvky z jeho okoli. Z téchto divoda je mozneé pro izolovany prvek, napt. 1, zapsat vztah mezi
vektory sil a posunuti vzhledem k lok&nimu soufadnému systému X'-Y' v maticovém tvaru

{U} =[k],{u}, (10.2)
kde matice [K], je nazyvana,,lokalni* matici tuhosti prvku 1. Plati

¢l 0-10u

€0 0 0 oY
- ke u
k4, k§-10 1 00

e u
&0 0 0 0f

(10.3)

Aby bylo mozné pozdgji slu¢ovat posuvy, resp. sily riznych prvka v uzlovych bodech sité, je
nutne transformovat vztah (2) do globaniho souradného systému os X a'Y, ktery je spole¢ny pro
vSechny prvky sité. Takova transformace je znama a snadna k vyjadieni. Mezi , lok&lnimi*

posuvy vektoru {u}:{ul,uz,ug,u4}T a ,globdnimi“ posuvy vektoru {q}:{ql,qz,qs,q4}T plati
vztahy:

u, =Q, cosa +q, sna

u, =-q, Sina +q, cosa

u, =(, cosa +q, sina

u, =-(g;Sna +q, cosa

(10.4)

ZapiSeme-li predchozi vztahy v maticovém tvaru, dostaneme
{u} =[T{a} (10.5)
kde matice [T] je transformacni matice, pro kterou plati

écosa sna O 0 u
€ 4 a
~sSna cosa O 0 -~
[r]=¢ o (10.6)
e 0 0O cosa sgnau
é . a
g 0 0 -sna cosaj
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Poznamenejme, Ze uZitetnou vlastnosti transformacni matice je to, Ze jeji transpozice se rovna
jgji inverzi, tj.

[TI" =[T]", (10.7)
coz bude déle vyuZzito.

Analogicky plati mezi ,lokanimi* { U} a, globalnimi* { Q} silami v uzlech prvku transformagni
relace

{U} =[THQ}. (10.8)
Dosadime-li vyrazy (5) a(7) do (2), dostaneme
[THQ} =[KT,[T]{a}. (10.9)
Nasobime-li ob¢ strany piedchozi rovnice [T] * Zleva, obdrzime
[TITH{Q} =[TI"[K].[TI{a} . (10.10)
S vyuZitim vlastnosti (7) a skutecnosti, ze [T] -1[T] =[], kde[l] je jednotkova matice, dostaneme
{Q=[TI" [KL.[T]{a}. (10.11)

Soucin tfi matic [T]T [k, [T] = [K], je nazyvan globalni matici tuhosti prvku 1, pricemz vyraz
(11) Ize prepsat do tvaru

{Q} =[k],{a} . (10.12)
Lze ukazat, Ze globalni matice tuhosti prvku matvar
é cos’a sina cosa -cos’a - sna cosal
e - - 2 - - 2 u
~sdna cosa sn’a -sna cosa  -sn’a
k], =& Sna s Snfa___|-sina cosa  -snfa G (1013)
€ - cos’a - dna cosa cos’a sina cosa U
e . . : _ U
g sna cosa - sin“a sna cosa dn’a g

Vaimnéme si, Ze globalni matice tuhosti prvku je symetricka vzhledem k hlavni diagondle a je
tvorena ¢tyrmi submaticemi, které jsou po dvojicich shodné.

Dosud jsme se zabyvali stanovenim tuhostni charakteristiky jednoho prvku soustavy. Je logické,
Ze musi existovat tuhostni charakteristika celé soustavy (prvkii), do které piinese svij prispévek,
diky platnosti principu superpozice, kazdy jednotlivy prvek, tzn. Ze existuje matice tuhosti celé
soustavy prvkii - oznaéme ji [K]. Proces vytvoreni této matice pro prutovou soustavu na obr. 2
ilustruje tabulka 1, ve které rozmisténi radka a sloupcti v maticich tuhosti jednotlivych prvka
(druhy sloupec tabulky) je udano c¢isly radka a sloupci v matici tuhosti soustavy (treti sloupec
tabulky).
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Tabulka 10.1
Prispivajici prvek (i) Rédek a sloupec matice [K]; Rédek a sloupec matice [K]
1 1
2 2
D 3 3
4 4
1 1
2 2
@ 3 5
4 6
1 3
2 4
©) 3 5
4 6

Pro ilustraci procesu sestaveni matice [K] ukazme jeji symbolickou strukturu (¢isla v zavorkach
zna¢i prispévek pochézejici z matice tuhosti [K] 0 piislusného prvku (i), pripadné soucet
prispévka od vice prvku, napt. (1+3)):

1 2 3 4 5 6

(1+2) (1+2) (1) (1) 0 0

(1+2) (1+2) (1) (1) 0 0
D D (1+3) (1+3) ©) ©)
D D (1+3) (1+3) ©) ©)
0 0 ©) ©) (2+3) (2+3)
0 0 ©) ©) (2+3) (2+3)

Je zieimé, Ze tento proces sestaveni matice tuhosti soustavy lze , svérit" pocitaci, pokud je
nalezen vhodny algoritmus vyuzivajici k tomu geometrickou strukturu prutové soustavy, tzv.
topologii soustavy. Ridici systém rovnic pro danou prutovou soustavu Ize pak zapsat ve tvaru

{Q}=[K]{a}, (14)

kde {Q}={Q,:Q,,.Q.Q,,Q ,Qe}T je vektor reprezentujici slozky vnéjSich zatizeni (v uzlech)
] T. N ] ) )
veetne reakei a{d}={q,,q,,q,,0,0.0,} € vektor sozek posunuti uzli dane prutoveé soustavy.

ProtoZe systém rovnic reprezentovany v maticovém tvaru (14) popisuje pohyb prutové soustavy
jako celku (lze totiz ukazat, Ze matice [K] je symetricka a jgji determinant je roven nule), coz
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neni fyzikalni feSeni pro naSe potieby postaujici, je nutné soustavu , fixovat”, tj. zamezit jejimu
volnému pohybu v roving, jinymi slovy fe¢eno, je nutné predepsat okrgjové podminky.

Pro uloZeni prutové soustavy na obr.2 tyto okrgjové podminky jsou d,=0d,=0.=0,=0.
Poznamenejme jest¢, Ze sily Q,, Q,, Q. a Q, jsou reakce v ulozeni soustavy, a Q,=F a Q,=0 jsou
zatézujici sily.

Po uplatnéni vySe uvedenych podminek v (14) Ize soustavu rovnic i€sit vzhledem k neznamym
slozkédm posuvt, uréit sily v prutech soustavy, napéti, pripadné reakce. Je zigjmeé, Ze viechny
tyto vcelku pracné procedury miZe prostrednictvim vhodnych algoritmi realizovat pocitat,
véetné zpracovani vystupu vysledka v numerické a grafické forme.

Prikladem teSeni rovinnych prutovych soustav programovymi technologiemi na soucasnych
pocitacich je program ANSYS, ktery je dostupny ve vybranych poéitacovych ucebnach
a laboratotich TUL.

Vysledky ziskané timto programem pro jednoduchou prutovou soustavu na obr. 2 jsou uvedeny
v nasledujicich tabulkéch spolu se vstupnimi daty. Graficky vystup z pocitace, viz obr. 4,
umoziuje ziskat informativni predstavu o deformaci soustavy, ve které jsou posuvy styénika
(uzla) zvétSseny v metitku. Nasazeni programu ANSYS v riznych fyzikdlnich aplikacich je
piredmétem studia v nékolika studijnich programech TUL.

Obr. 10.4
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Pozndmka: Deformacni chovéni prvku AB ve sméru jeho osy X' rozlozme do dvou pripadi.
Nejdrive predpokladejme, Ze konec B prvku je nepohyblivy, tj. uz=0, viz obr.10.P1la. Potom silu

U,, kteravyvola posuv u,, vyjadiime pomoci Hookeova zakona jako

1U1=Tul.

ProtoZe rovnice rovnovahy prvku musi byt spinéna, plati:

'U,+'U,=0,resp. 'V, =-'U, =-——u,.

us=0 / s
B

U11 0

Obr. 10.Pl1a Obr. 10.P1b

Kdyz analogicke Gvahy aplikujeme pro pripad, kdy u,=0, viz obr.10.P1b, postupn¢ dostaneme

_EA

U, Us.

U, +2U, =0, resp. °U, =-*U, =- ELA

Us.

Nyni proved’'me superpozici obou dil¢ich ptipadi. Vysledné sily v uzlech A a B prvku AB
(v kladném smeru osy X') jsou

L ) EA
U1: U1+ UlzT(ul-UB)!

. , EA EA
U, ="U, + Usz'T(u1+u3):T(u3'u1)-
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Priklad feSeni prutové soustavy

Zdrojovy kod prikaza pro feSeni konzoly naobr. 10.4:
1. Spustit programovy systém ANSY S
2. Postupné pouZit nasledujici sekvence instrukci s korektni syntaxi
(symbol ,,!* je prefix pro informativni komentét, ktery neni nutno zadévat, program jej

ignoruje)
fini
[clear
ffilname,konzola I pracovni nazev ulohy, tzv "jobname™
PI=ACOS(-1) I definice Ludolfova cisla pro pozdejsi vypocet
I Rozmery prurezu tyci (trubky) v [mm]
DOUT=40 I 'vnejsi prumer
TLT=3 I tloustka steny
DINN=DOUT-2*TLT I'vnitrni prumer

I Plocha prurezu tyci
AREA=0.25*PI*(DOUT*DOUT-DINN*DINN)

! Material - ocel

EOC=2e5 I modul pruznosti

POIOC=0.3 I Poissonovo cislo
ROOC=7850e-12 I hustota

ALOC=1.2e-5 I koef.tepl.dilatace

I Geometricke parametry soustavy [mm]

L1=1000

L2=1200

I Parametr zatizeni

FX3=1000 I [N] zatizeni v uzlu 3
/IPREP7 I vstup do preprocessingu

I Volba typu prvku (Element Type)
ET,1,LINK1 I 2-D spar (or truss) element

I Vlastnost prvku - plocha prurezu tyce (tzv. Real konstanta)
R,1,AREA

I Zadani vlastnosti materialu
MP,EX,1,EOC
MP,PRXY,1,POIOC
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MP,DENS,1,RO0OC
MP,ALPX,1,ALOC

I Konstrukce soustavy - prima generace elementu

I Generovani uzlu souradnicemi X, y, (z=0 pro rovinnou ulohu)
N,1,0,0,0

N,2,L1,0,0

N,3,L1,L.2,0

I Generovani elementu pomoci uzlu
E,1,2
E.2,3
E,3,1
|

I Okrajove podminky v ulozeni soustavy

Dlll 11 1 lUXlUYl 11

D121 11 1 lUYl 1 1

I Zatizeni do uzlu 3

F,3,FX,FX3

eplo I vykresleni soustavy elementu
fini I' ukonceni preprocessingu

I

/solu I vstup do resice

parsave I zapis parametru na disk do pracovniho adresare
save I ulozeni databaze geometrie
solve I aktivace resice

fini I'ukonceni resice

/postl I aktivace postprocessingu
set,first I vyber reseni

PLDISP,1 ! vykresleni/zobrazeni posuvu
fini I ukonceni postprocessingu

/exit,nosave ! opusteni programoveho systemu Ansys
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